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Using isomorphism properties of translation groups, an intrinsic definition of the classes of perfect 
objects belonging to n dimensional space, such as crystals, semicrystals, non-crystals and perfect gas, is 
given. Through the partition of space group G with respect to its (invariant) translation sub-group 7", 
its point group is defined, an isomorph of the group of classes G/T. Examples are given, with symmorphic 
or non-symmorphic objects in spaces E 2, E3, E 4 and E,,. Moreover, the unsuitable expression 'Bravais 
lattice' should be changed into 'Bravais type of cell'. 

Introduction: Les isom6tries (ou sym&ries) de l'espace 
n dimensions 

Nous  rappelons,  dans cette introduction, quelques 
notions d'alg6bre des cours de premi6re ann6e 
d'universit6 (Queysanne,  1964). 

Soit E,, un espace vectoriel p roprement  euclidien* 
fi n dimensions d6fini sur le corps des r6els, /R, et E .  
l 'espace affine euclidien sur/R associ6 ~ E. .  

L'espace objet est l 'espace point6 (E.O) off O est 
un point particulier de E. .  

Dgfinition des isom~tries, ou sym6tries,t de l'espace 
E..  Une isom&rie est une t ransformat ion  intrinsOque 
de l 'espace E .  qui conserve les longueurs (ou normes)  
et eUe est caract6ris6e par  l 'op6ration f telle que, 
VM E E. ,  ce point est t ransform6 en M '  C E .  par  
la relation (1): 

O M '  = f ( O M )  ] 
et ) (1) 

V ( M , , M  z) C En 2 IIM l M211 = IIM', M~II. 

Ecriture extrinsdque d'une isomdtrie (ou symdtrie). 
Soient ( O , e p e 2 , . . .  e,) un rep6re or thonorm6 de l 'espace 
point6 (E,O) et X, X' les matrices unicolonnes 
constitu6es des n coordonn6es d e s v e c t e u r s  x = O M  
et x' = O M ' ;  dans ce rep6re on d6montre que 
l ' isom&rie la plus g6n6rale de E ,  s'6crit en langage 

* Un espace vectoriel sur ~ est dit euclidien si, ~ chaque couple 
de vecteurs (x,y) E E] correspond un nombre r6el x.y E /R 
jouissant des propri&+s du produit scalaire; il est dit proprement 
euclidien si la norme, ou carr6 scalaire x.x d'un vecteur x E E,, 
est strictement positive sauf pour le vecteur nul. 

"l" Les cristallographes et les chimistes appellent sym&ries ou 
op6rations de sym&rie, ce que les math6maticiens nomment 

matriciel ~ l 'aide de l 'op6rateur (B, AI )  tel que: 

X'=A±X+ B=B+ A±X 1 
B est une matrice unicolonne constitu6e (1') 
de n coordonn6es du vecteur t ranslat ion g6n6rale 
13 = OO'  
A± est une matrice or thogonale  r6elle. 

L ' isom&rie la plus g6n&ale est donc une trans-  
format ion lin+aire particuli6re produit  de deux 
op&at ions:  une op6ration ponctuelle de sym&rie  
(OPS)  traduite par  l 'op6ration f l  suivie* d 'une t rans-  
lation traduite par  l 'op6rateur  fz, si bien qu 'on peut  
6crire de faqon intrins6que que 

f = f2o f , .  (1")  

Deux exemples concrets d'isom&ries (gdndrales)t 

La glissymdtrie dans E2, compos6e d 'une r6flexion 
sur le support  du-vec teur  e I suivie d 'une t ranslat ion 
a/2 off le vecteur a est parall+le /t e l, est caract6ris6e 
par  l 'op6rateur:  

B= , A±= . 
0 

Cette isom&rie est un 616ment g6n6rateur du groupe 
spatial de sym&rie pg du cristal rectangle de la Fig. 2. 

L'hdlirotation dans E3, compos6e d 'une rotat ion d 'un 
tiers de tour autour  de la diagonale du cube de c6t6 
a construit  sur ele2e 3 et trisectrice de ces trois 

* Ou pr6c6d6e; dans ce cas:f=flofz. 
t Glissym&rie = sym&rie avec glissement. H61irotation = 

rotation h61ico'/dale. Les cristallographes disent 'r~flexion sur un 
isom&ries: nous utiliserons donc indiff&ement l'un ou l'autre mot ,~ miroir' au lieu de sym&rie par rapport /l une droite dans E 2, par 
darts cet article, rapport ~ un plan dans E 3, par rapport/t un hyperplan dans E 4. 
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vecteurs suivie d'une translation a/2 (e~ + e 2 + e3) 
parall61e fi cette diagonale, est caract6ris6e par 
l 'op6rateur: 

a/2 0 1 0 
B =  a / 2  , A ± =  0 0 1 

a/2 1 0 0 

Cette isom&rie est un 616ment du groupe spatial de 
4 - 2  

sym&rie I -  3 - des cristaux m&alliques cubiques 
m m 

corps centr6 (Na ,W,Cr , . . . ) .  
Chacune de ces deux isom&ries (sym&ries) a la 

propri&6 particuli6re d'&re commutative, soit in- 
trins~quement: 

fEof, = f , ° f 2  

soit en 6criture extrins6que: 

X ' = A , x +  B = A ± ( X + 1 3 ) , ~ A ± B = B .  

Evidemment, dans le cas de rh61irotation l'op6rateur 
rotation 2zc/3 (A±) conserve la translation (B) puisque 
celle-ci est parall61e ~ l'axe de la rotation. 

Thdordme P. Toutes les isom&ries de l 'espace 
(E,O) constituent un groupe infini: le groupe de 
Poincar6, P, de cet espace. 

Demonstration. La loi est de composition interne 
dans rensemble de toutes les isom&ries de E ,  puisque 
le produit de deux isom6tries conserve 6videmment les 
longueurs (ou normes). L'axiome d'associativit6 est 
respect6. I1 existe un 616ment neutre: l'isom6trie 
identit6 (translation nulle ou rotation 2~rK). A chaque 
isom6trie de l'ensemble (× '  = A± × + B) est associ6e 
une isom6trie inverse (×"  = A~ ~ × '  -- A~ ~ B) => ×"  - 
X. 

Isomdtries particuli~res translations. Ce sont les 
transformations intrins6ques de l'espace E ,  qui con- 
servent les vecteurs 

OM'  = f ( O M )  et V(M~ M2) E E~ M~ M 2 = M~ M~. 
(1)t 

Non seulement la norme est conserv6e, mais encore 
la direction du support et le sens du vecteur. 

La t ransformat ionf  s'6crit alors: 

O M ' =  OM + 15 (1)t 
soit en 6criture extrins6que: 

X ' =  X + a. ( l ' ) t  
Cette relation est un cas particulier de la relation 

(1') o6 A± est la matrice orthogonale particuli6re: 
matrice identit6. 

Thdordme F. L'ensemble de toutes les translations 
de l'espace (E,O) muni de la loi addition vectorielle 
constituent un groupe additif infini ab61ien: le groupe 
de translation, F, de cet espace qui est un sous-groupe 
du groupe de Poincar6. 

Ddmonstration. L'addition veetorielle est commuta- 
tive (=> groupe ab61ien), ce qui n'emp6che pas de 

parler du produit de deux translations qui est 
6videmment la translation r6sultante 152 O 151 = 151 + 
132 = P2 + 15~: la loi est done de composition interne. 
L'axiome d'associativit6 est respect6. La translation 
nulle est l'616ment neutre. A chaque translation 15 est 
associ6 une translation inverse --15. F est sous-groupe 
de P puisque une translation est une isom&rie 
particuli6re. 

Isomdtries particulidres OPS (opdrations ponctuelles 
de symdtrie ou isomdtries ponctuelles). Ce sont les 
transformations intrins6ques de l 'espace E ,  qui 
conservent les longueurs et au moins un point O de 
E,  qu'on choisit alors comme origine de l 'espace 
point6 (E,  O). 

L'6criture extrins6que de cette OPS est dans une 
base orthonormde: 

×'  = A± X. (1 ') OPS 

A± est un op6rateur ponctuel de sym&rie ou matrice 
orthogonale qui poss6de les propri&6s suivantes: 

tA± = A i  I <:> d&erminant A± = + 1. (2) 

Le fait que la matrice transpos6e soit 6gale fi l'inverse 
[1] implique que le d&erminant est 6gal fi +_ 1 et nous 
indique que le rapport d 'homothetie '  est 6gal /t l'unit6 
(Dieudonne, 1964) d'ofi la conservation des normes 
(ou longueurs). 

I1 y a done deux types d'isom&ries: les OPS ÷, ou 
rotations, pour lesquelles d e t A  1 = +1;  les OPS- ,  
pour lesqueUes det A± = - 1 .  

On montre dans l 'Appendice I que les valeurs 
propres de la transformation de E ,  pr6cisent la nature 
de I'OPS et que l'orientation du support (axe de 
rotation, miroir, . . .) de cette OPS par rapport fi la 
base est d6finie par le support des vecteurs propres. 

Isomdtries ponctuelles (OPS) dans E I, E2 et E 3. On 
d6montre dans l 'Appendice I que la nature des OPS 
dans les espaces E l, E 2, E 3 est la suivante. 

OPS ÷- identit6 dans E~, rotations autour d'un point 
dans E 2 et autour d'un axe dans Ea. 

OPS- :  sym&rie par rapport  fi un point, appel6e 
'inversion' par les cristallographes, dans E~; r6flexion 
autour d'un miroir (droite) dans E2; rotation-reflexion 
commutative dans E 3. Si l'angle de la rotation est 6gal 

~r, on v6rifie que la rotation-r6flexion devient une 
'inversion' (sym&rie par rappor t / l  un point). 

Thdor~me O. Toutes les OPS (isom&ries ponetuelles) 
de l 'espace E ,  constituent un groupe infini non 
ab61ien: le groupe orthogonal, O, de cet espace, qui est 
un sous-groupe du groupe de Poincare. 

La d6monstration est analogue/ t  celle du th6or6me 
F. 

Thdordme 0 ÷. Toutes les OPS ÷ (rotations) de 
l'espace E n constituent un groupe infini, ab61ien dans 
E 2, non ab61ien dans E 3 . . . .  : le groupe des rotations, 
O +, de cet espace, qui est un sous-groupe du groupe 
orthogonal O. 
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Remarque. Toutes les OPS-  de E n ne  constituent pas 
un sous-groupe de O. 

Ddmonstration. La loi est de composition interne 
dans l 'ensemble O + car le produit de deux OPS + 
(rotations) est une OPS dont le d&erminant de 
l'op6rateur est 6gal /l + 1; l'identit6 est une rotation 
(detA 1 = + 1) et rinverse d'une OPS + est une OPS + 
puisque le produit des d&erminants est 6gal fi +1, 
d&erminant de l'identit6. Dans E 2 et E 3 l'inverse d'une 
rotation d'angle (pest une rotation d'angle -(p. 

Isomdtries gdndrales dans E l, E 2 e t  E 3. Pour que 
cet article soit plus concret, nous pr+cisons la nature 
des isom&ries g+n~rales, produit d'une OPS (f~) par 
une translation g+n+rale (f2) dans Et E 2 et E3: cf. 
Appendice II. 

Dans El: le produit d'une sym&rie par rapport /t 
un centre par une translation revient au d+placement du 
centre de sym&rie. 

Dans E2: le produit d'une rotation pour une trans- 
lation revient un d+placement du centre de rotation, 
l'angle &ant conserv6. 

Le produit d'une r+flexion par une translation est 
une glissym&rie par rapport it un glissmiroir parall61e 
au miroir initial, done d+plac+ perpendieulairement 

celui-ci. 
Dans E3: le produit d'une rotation d'angle 09 et 

d'axe A par une translation est une h~lirotation d'angle 
(p autour d'un axe A' parall+lle /t A, done d+plac+ 
perpendiculairement/~ celui-ci. 

Le produit d'une rotation-r+flexion (angle (p, axe A, 
miroir M) par une translation est une rotation-r6flexion 
(angle (p, axe A', miroir M' )  avec ALIA' et MIIM'. 

Remarquons que c'est la (les) composante(s) de la 
translation orthogonale /~ l 'axe de rotation ou (et) au 
miroir qui provoque le d+placement et, lorsqu'il y a 
d+placement, le produi t fzof l  n'est pas commutatif. 

Ces rappels d'alg+bre &ant achev+s, nous d+mon- 
trons le th~or+me g+n+ral, puis nous proposons les 
d+finitions alg+briques des groupes de sym&rie cristal- 
lographiques et non cristallographiques. 

Th6or6me g6n6ral ou th6or6me S 

Toutes les isom&ries (sym&ries) qui conservent 
globalement un objet parfait* de l 'espace (E,O) 
constituent un groupe: le groupe de sym&rie, G, de cet 
objet. 

Ddmonstration. Le produit de deux isom&ries 
conservant l'objet est 6videmment une isom&rie le 
conservant ::> la loi est de composition interne dans 
l'ensemble. 

* Un objet est dit parfait s'il ne pr6sente pas de d6fauts et en 
particulier pas de dbfauts thermiques (vibrations . . . .  ) exemples: 
mol6cule parfaite, cristal parfait . . . .  ; ce sont des mod61es 
approch6s des mol+cules et cristaux r6els. 

L'axiome d'associativit6 est respect6, l'616ment neutre 
identit6 appartient /l l 'ensemble car il conserve l'objet 
et l'inverse d'une isom&rie conservant l'objet le 
conserve ~ l 'ensemble est un groupe. 

1. Groupe de translation d'un objet parfait infini - 
d6finition intrins/~que d'un eristai parfait et de son 

r6seau dans I'espaee/I n dimensions 

Thdordme T. L'ensemble de toutes les translations, 
t, qui conservent globalement un objet parfait infini 
de l 'espace objet (E n O) constitue un groupe ab61ien: le 
groupe de translation, T, de cet objet. 

Non seulement le groupe T e s t  un sous-groupe du 
groupe de sym&rie G de cet objet, mais encore il est 
le sous-groupe d'ordre maximum* [du groupe de 
translation F de (En O)] qui conserve robjet. 

Ddmonstration. Elle est identique/t celle du th6or6me 
S off ron remplace le mot isom&rie par le mot transla- 
tion. Les ~16ments t sont des translations, => T c F, 
et ce sont des isom&ries partieuli6res :~ T ~ G. 
T e s t  le sous-groupe 'd'ordre maximum'  de F qui 
conserve l'objet puisque, par d6finition, T contient 
toutes les translations qui le conservent. 

Exemple: groupe de translation du cylindre de 
rdvolution infini. L'axe du cylindre est parall~le au 
vecteur a~ et sa longueur est infinie. 

Les +l~ments t du groupe T sont les vecteurs: 
t = r a~ avec r @/R (tous les nombres r6els), off//;? est 
le groupe additif des nombres r6els, qui est donc 
isomorphe au groupe de translation du cylindre infini. 

Ddfinition intrinsdque d'un cristal parfait de (E~ 0). 
Par d6finition, on appelle cristal parfait de l 'espace /~ 
n dimensions tout objet infini de cet espace conserv6 
par un groupe de translation ab~lien, T, isomorphe au 
groupe Z ~ off 2' est le groupe additif des entiers relatifs: 
les 616ments de 2"n sont done tous les multiplets 
(u ~,u 2 . . . . .  u n) d'entiers relatifs. 

Nous appelons un tel groupe" groupe de translation 
cristallographique. 

Ddfinition intrins~que du rdseau d'un cristal parfait 
de En. L'origine de tous les vecteurs t, 616ments du 
groupe de translation cristallographique T d 'un cristal 
parfait de (EnO) &ant fix6e arbitrairement au point 
O, nous appeUons, par d6finition, noeuds du rdseau 
les extr6mit6s de ees veeteurs. 

Le r6seau est done un groupe infini de points de En, 
positionn6/l une translation arbitraire, OO',  pr6s. 

Ecriture extrinsdque des dldments t du groupe de 
translation cristallographique T. Soit une base']" 

* M6me si ce groupe est infini c'est-/t-dire que c'est le sous-groupe 
de F qui poss6de le plus d'616ments et qui conserve l'objet. Ne pas 
confondre avec l'expression sous-groupe maximum: T n'est presque 
jamais un sous-groupe maximum de F. 

t En g6n6ral, de telles bases ne sont pas orthonorm6es et elles 
ne peuvent I'~tre sauf pour les cristaux carr~s, cubiques, hyper- 
cubiques . . . .  dans E2, Ea, E4, E 5 .. . . .  
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(a~,a2,...,a,) de E, telle que tous les vecteurs t +l~ments 
de T s'+crivent: 

t =  Ulal + u2a2 + . . .  + Unan ) 
avec / (5) 

(U ~,u2,...,U") tousles multiplets E ~". 

Ddfinition des mailles simples d'un cristal. 
N'importe quelle base permettant d'~crire t o u s l e s  
vecteurs t E T & l'aide d'une relation du type (5) 
d~finit un segment, une surface, un volume, un hyper- 
v o l u m e . . ,  convexe (0,a~,a2,...,an) qu'on nomme, par 
d6finition, une maille simple du cristal. 

Pour un cristal donn~ il existe une infinit6 de mailles 
simples; par exemple pour le cristal parfait de la Fig. 1: 
(0,a,b~, (0,a, b0) , (0,a,b~) avec b~ = a~ + a 2 (0,a,b2) 
a v e c  b 2 = 2a t + a2,  etc. 

Propridtd des mailles simples d'un cristal. Chacune 
de ces mailles simples ne contient qu'un noeud par 
maille.* Cependant on 6crit souvent, & la suite de 
Bravais, tous les  vecteurs t E T avec une relation du 
type (6): 

t = u ~ b~ b 2 b. 
-- + u 2 -  + . . .  + u"-- (6) 
nl n2 n n 

avec (u~,u 2 . . . .  ,u") E Z" mais restriction sur u ~, u2,...,u" 
et avec n~, n 2 . . . . .  n .  entiers naturels :/: 0 dont l'un au 
moins diff6re de 1. 

La surface, le volume, l'hypervolume . . . .  convexe 
( 0 , b ~ , b  2 . . . .  ,bn) est alors, par d6finition, une maille 
multiple du cristal dont la multiplicit6 est 6gale au 
nombre de noeuds contenus dans la maille. 

Par exemple la maille rectangle centr6et (0,a,b) du 
cristal parfait de la Fig. 1 est une maille double et tous 
les vecteurs t E T s'6crivent: 

a b 
t = u - + v - avec  (u,/3) E ~'2 et u + v pair. (6') 

2 2 

* Dans E 3 par exemple le volume de la maille simple est la 
p6riode de la fonction vectorielle densit6 6lectronique. 

VxEE 3 et VtET:Pe(X+t)--Pe(X). 
t D'ofl la lettre c dans le symbole de son groupe spatial de 

sym6trie cmm. 

.... :I+ +JF; i 
-/" ,,,~" ,,I,, JL,i, ' " '  i "  

' ' i  i '  

_ , i .  ! .  , 

÷ - - j ÷  -- ,: :, - ; :  

Fig. 1. Cristal cmm de E 2 (maille conventionnelle a, b). 

On rappelle dans l'Appendice III la d~finition* des 
modes de description de Bravais ou types de mailles 
de Bravais qui ne sont que des modes d'~criture des 
vecteurs t, 616ments du groupe de translation du 
cristal parfait: caractdristique intrins~que de ce cristal 
qui n'a qu'un seul rdseau, isomorphe d son unique 
groupe de translation T. 

Pour conclure ce paragraphe nous insistons sur la 
n6cessit6 de proscrire absolument l'expression fausse 
'r6seau de Bravais' et donnons les d6finitions 
intrins6ques des semi cristaux parfaits et des non 
cristaux. 

Ddfinitions intrins@ques 

Semi cristaux parfaits de l'espace E,. On appelle 
ainsi tout objet infini de l'espace E ,  dont le groupe de 
translation, T, n'est pas isomorphe & Z", mais dont 
au moins un sous-groupe de T (propre ou impropre) 
est isomorphe/l  Zp, off p est un entier naturel tel que: 
1 <_p<_n- -  1. 

Non eristal parfait de l'espaee E.. Tout objet de 
l'espace E .  dont aucun sous-groupe (propre ot~ 
impropre) du groupe de translation, T, n'est isomorphe 
& Z'p, ofip est un entier naturel tel que: 1 _<p _< n. 

A ne pas confondre avec un cristal non parfait, 
appel+ souvent eristal r~el et qui correspond & la 
pr+sence de d+fauts perturbant le mod+le du cristal 
parfait: par exemple le cristal est fini d'o6 la pr+sence 
de d6fauts de surface, etc. 

!!. Groupe spatial de sym6trie et groupe ponetuel de 
sym~trie d'un objet infini conserv~ globalement par un 
groupe de translation (different de I'identit~) dans 

I'espace & n dimensions 

Ce paragraphe concerne aussi bien les cristaux parfaits 
que les autres objets infinis de l'espace objet (E, O). 

Thdor@me G. Toutes les isom&ries qui conservent 
globalement un tel objet constituent un groupe infini, 
en g6n6ral non ab61ien; le groupe spatial de sym&rie, 
G, de cet objet, identique au groupe de sym6trie de 
l'objet d~fini au th~or~me g~n6ral. 

Le groupe G est le sous-groupe 'd'ordre maximum' 
[du groupe de Poincar6, P, de (E,O)] qui conserve 
globalement cet objet. Le groupe de translation, T, 
de cet objet est un sous-groupe invariant, ou 
distingu6, de son groupe spatial de sym6trie, G. 

Ddmonstration. Le d6but du th6or6me G est 
identique au th6or6me g6n6ral qui a &6 d6montr& 
G est le sous-groupe d'ordre maximum de P qui 
conserve l'objet puisque, par d6finition, G contient 
toutes les isom&ries qui le conservent. Les translations 
sont des isom&ries particuli6res =~ T c G. Montrons 

* En anglais 'Bravais types of cells'. 



436 D E F I N I T I O N  A L G E B R I Q U E  DES G R O U P E S  DE SYMETRIE 

que le sous-groupe T e s t  invariant,* c'est-~.-dire: 
Vy E G y T  = Ty, c'est-h-dire: yt~ = t2y avec 
(tl, t 2) C 7"2; si y E Tyt~ = t~y puisque le 'produit '  de 
deux translations est commutatif. 

Si y ~_ T, yt~ s'6crit extrins6quement X' = A±(X + 
B~) + B o6 y est repr6sent6 par (B,A±) et t~ par B~ 
or A±(X + B1) + B = AiX + B + B 2 si B 2 = 

A±B~ qui repr6sente bien une translation t 2 E T ,  d ' o l ] :  

yt~ = t2Y. 
Thdor~me H, ou thdorOme de la partition de G en n 

classes modulo le sous-groupe invariant T. Cette 
partition est possible pour tout groupe spatial de 
sym6trie et elle est univoque car deux classes sont dis- 
jointes ou confondues. 

Chacune de ces classes est un 616ment du groupe 
quotient (ou groupe facteur) G / T  (qui est un groupe de 
classes); un seul 616ment de ce groupe est un sous- 
groupe de G: la classe T, 616ment identit6 du groupe 
quotient (E -- T). 

T o u s l e s  616ments d'une m6me classe ont la m~me 
sym&rie d'orientation (Curien, 1971) caract6ris6e par 
une OPS du groupe orthogonal de l'espace E n. 

Les n OPS, caraet6ristiques des n classes forment 
un groupe, sous-groupe du groupe orthogonal, qu'on 
note H, qui est, par d6finition, le groupe pontuel de 
sym6trie (GPS) de l'objet et qui est isomorphe au 
groupe quotient G/T. Cette d6finition est valable, que 
l'objet soit symmorphique ou qu'il ne le soit pas. 

Ddmonstration. Puisque le sous-groupe T de G est 
invariant la relation yRz:  y -~z  E T ¢> zy -l  E T est 
une relation d'6quivalence; il existe donc un ensemble 
quotient (ou facteur) G / T  de G par la relation 
d'6quivalence qui d6finit les classes modulo T. 

Deux classes modulo T, X et Y sont disjointes ou 
confondues car x G X et x E Y =~ X = Y; l'616ment 
neutre e de G n'appartient donc qu'~ la seule classe 
T, sous-groupe de G, qui est la classe de l'616ment 
neutre modulo T; les autres classes modulo T n e  sont 
pas des sous-groupes puisqu'elles ne contiennent pas 
l'616ment neutre. 

L'application de G dans G / T  est done un homo- 
morphisme surjeetif d'o6 l'on d6duit que G / T  est un 
groupe dont l'616ment neutre est l 'application de e dans 
G/T, c'est-~-dire T = E. 

Deux 616ments d'une m~me elasse sont tels que l'un 
est le produit de l'autre par une translation (qui 
conserve l'orientation de l'espaee): ils ont done la 
m~me sym6trie d'orientation traduite par la matrice 
orthogonale, A. ,  dans l'6criture extrins6que de la 

* Un sous-groupe T de G est un sous-groupe invariant (ou 
distingu6) si toute classe & gauche modulo Test une classe b. droite 
modulo T et r6ciproquement. La classe & gauche modulo T de 
1'616ment y E G est constitu6e de tousles 616ments z E G tels 
que y - t z  = t C T ~ z = yt (ici t = t; t t = tl; . . . ) ;  classe ~i droite 
modulo T de y: zy -~ = t E T =~ z = ty. Dans un groupe 
ab61ien 06 tous les produits sont commutatifs, tousles sous- 
groupes sont invariants. 

relation (1'), qui caract6rise elle m~me une OPS cf. 
relation (1 ') OPS. 

I1 y a done isomorphisme entre le groupe de classes 
G / T  et l 'ensemble H d'isometries ponctuelles (A±) qui 
est alors un groupe d'op6rations ponctueUes de 
sym&rie et on l'appelle naturellement le groupe 
ponctuel de symdtrie (GPS) de l'objet: tous ses 
616ments 6tant contenus dans le groupe orthogonal, 
il en constitue 6videmment un sous-groupe. 

Ddfinition des objets symmorphiques et non sym- 
morphiques 

Deux cas peuvent se pr6senter. (1) H c G (le GPS 
de l'objet est un sous-groupe de son groupe spatial de 
sym&rie): ce dernier est dit symmorphe et l 'objet 
symmorphique. 

Propridtd des groupes spatiaux symmorphes. Ils sont 
6gaux au produit, semi direct, (cf. Appendice I) du 
groupe ponctuel de sym&rie par le groupe de transla- 
tion de l'objet 

G = T A H symmorphes (7) 

puisque le groupe de translation est un sous groupe 
invariant. En effet, dans ce cas, on peut trouver un 
syst6me minimum d'616ments g6n6rateurs du groupe 
G qui ne contient que des OPS et des translations. 

(2) H ~ G (le GPS n'est pas un sous-groupe 
du groupe spatial) ce dernier est dit non symmorphe 
et l'objet non symmorphique. 

Propridt~ des groupes spatiaux de symdtrie non 
symmorphes. Il est impossible de trouver un syst6me 
minimum d'616ments g6n6rateurs de G, done de toute 
et seulement toute la sym&rie de l'objet, qui ne contient 
que des OPS et des translations. 

III. Exemples d'objets parfaits symmorphiques et non 
symmorphiques 

Dans ce paragraphe nous concr&isons les d6finitions 
introduites aux § § Ie t  II. 

ler exemple, non cristal symmorphique dans E 3" Le 
eylindre de rdvolution de longueur infinie 

Le GPS, H, et le groupe quotient G/T, isomorphes, 
sont des groupes infinis (n = ~) .  Le groupe H eontient 
toutes les OPS eonservant un point O ehoisi arbitraire- 
ment sur l'axe du cylindre, d parall61e fi a~ suppos6 
vertical: toutes les rotations d'angle ~0 E ~ autour de A, 
la rotation d'angle 7r autour d'un axe horizontal 
quelconque, Aa, passant par O, la sym&rie i ~ par 
rapport au point O, le produit de toutes ees OPS: 
rotation zc autour de tous les axes horizontaux, 
r6flexions sur t o u s l e s  miroirs verticaux sur le miroir 
horizontal, rotations-r6flexions . . . .  

Remarquons que les mol6cules H2, 02, CO2, C2H 2 
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ont le m~me GPS, Doo h ou m/m 2/m. Le groupe spatial 
de sym6trie de ce cylindre est symmorphe et 6gal au 
produit du groupe Dmh par le groupe de translation 
(r a~) avec r @//;? [G = Doo ~ A (r a~)]. 

I1 est constitu6 de toutes les OPS de Doo n autour de 
tous les  points O, O', O", . . . de l'axe A, de toutes 
les glissr6flexions sur tous les miroirs verticaux 
(glissements r a 0, etc. 

20me exemple, eristal parfait symmorphique dans E2:  

Le eristal parfait (done infini) de la Fig. 1 

Le groupe spatial symmorphe de ce cristal se note 
emm. Son sous-groupe invariant, groupe de translation, 
T contient tousles  vecteurs d6finis par la relation (6') 

l'aide d'une maille (d'un mode) de Bravais rectangle 
centr6 d'ofi la lettre e dans le symbole cmm. 

Toutes les isometrics qui conservent le cristal 
(6l+ments de sym&rie de son groupe spatial G) sont 
r6parties en quatre classes disjointes modulo T, 
616ments du groupe quotient G/T. 

lore elasse T: le sous-groupe T, +16ment identit6 
de G/T; sym&rie d'orientation: 616ment identit6 e. 

20me elasse 2: les rotations 21 d'angle n autour de 
tousles  points O, O', O" . . . .  intersections des miroirs 
repr6sent6s en traits gras horizontaux et verticaux et 
autour de tousles  points 12, .Q', . . .  intersections des 
glissmiroirs repr6sent6s en tirets sur la Fig. 1; sym6trie 
d'orientation: la rotation n not6e 21. 

1 30me elasse M,,: les r+flexions m,, sur t o u s l e s  
miroirs verticaux m a les glissr~flexions ..., m~. -b ,  
mal. b, m~.l 2b, .  . .  sur tousles m~mes miroirs verticaux 

i ._b /2 ,  l .b/2,  1.3b/2, m,,; les glissr6flexions . . . .  m~ m a m~ 
. . .  sur tous les  glissmiroirs verticaux m" repr6sent6s 
par des tirets sur la Fig. 1. Sym&rie d'orientation de 
cette classe" la r6flexion sur un miroir vertical not+e 

1 
m a • 

4Ome elasse Mr,: analogue ~ la pr6c+dente, sauf 
qu'elle concerne les miroirs et glissmiroirs horizontaux. 

Le groupe ponctuel de sym&rie (GPS) de ce cristal 
se note mm ou (2)mm et il est d'ordre 4: H(e,2~,ma,mb),~ 
et c'est un sous-groupe de G car il conserve globale- 
ment le cristal autour des points O, O ' , . . .  (mais pas 
autour des points ~ ,  t'2', . . .). Ce cristal est done 
symmorphique. 

Le GPS est isomorphe au groupe quotient G/T 
(Y,2,Ma,Mb) et en particulier le groupe d'~l~ments 
(GPS) et le groupe de classe (G/T) ont la m~me table 
de multiplication.* 

On v+rifie ~galement qu'on peut reconstruire la 
totalit~ du groupe G en effectuant le produit (semi 
direct) du groupe H autour d'un des points O, O', 
O" . . . .  par le groupe T. Par exemple le produit m~. (a + 

1.b/2) sur le b)/2 engendre la glissr6flexion b' (= m,, 
glissmiroir m" translat6 de m~ de aJ4 (cf. Appendice II). 

* Le produit de deux classes s'entend au sens du produit 
cart+sien de deux ensembles. 

Deuxi~me tMorOme H des objets symmorphiques 
(finis ou infinis). Dans un objet parfait symmorphique, 
il existe au moins une famille de Wyckoff de positions 
les plus particuli6res O, O ' , . . .  dont la sym6trie locale 
est la sym6trie d'orientation de l'objet. Autour de ces 
points, O, O' . . . toutes les OPS, h, 6l~ments du 
GPS, H, de l'objet le conservent globalement. Non 
seulement H est un sous-groupe de G, mais encore il 
est le sous-groupe d'ordre maximum [du groupe 
orthogonal, O, de (EnO)] qui conserve l'objet. Toutes 
les OPS ÷ (rotations), h ÷, qui conservent globalement 
l'objet autour de O, O' . . . .  constituent un groupe: 
le groupe des rotations, H ÷, de cet objet, qui est un 
sous-groupe d'index 2 du GPS, H. 

Ddmonstration. Analogue fi celle du th+or+me T 
et Weigel (1972, p. 46). 

30me exemple, er&tal parfait non symmorphique dans 
E2: Le eristal parfait (done infini) de la Fig. 2, dont 
le groupe spatial non symmorphe se note pg 

Le groupe de translation T, sous-groupe invariant de 
G, contient tous les vecteurs t = ua + vb [avec (u,v) 
tous les doublets de /Z z] +crits ~ l'aide d'une maille 
(d'un mode) de Bravais rectangle primitif (parce que 
la maille de Bravais est simple) d'o~ la lettre p dans 
le symbole pg. 

La partition de G se fait en deux classes disjointes 
modulo T, 61~ments du groupe G/T. 

lore elasse T: 6l+ment identit+ de G/T dont la 
sym+trie d'orientation est e. 

20me elasse Mb: constitute des glissr~flexions . . . .  
mt~.(-a/2), m~.a/2, m~,.3a/2, . . .  sur tous les gliss- 
miroirs m~ repr6sent6s par des tirets sur la Fig. 2; une 
isom&rie comme m~.(b + a/2) est un glissrbflexion 
m~,. a/2 sur un glissmiroir parall+lle ~ m~,. La sym&rie 
d'orientation de cette classe est la r~flexion m~. 

Le GPS, H, de ce cristal est done d'ordre 2 et se 
note m (e,m~); ce n'est pas un sous-groupe de G: ce 

-ff 

k . . . . . . . . . . .  k _ _  
- - - I "  . . . .  r" 
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r r . . . .  

r . . . .  

Fig. 2. Cristal p g  de E 2. 
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cristal n'est done pas symmorphique, mais le GPS, 
(groupe d'~16ments) H = m est isomorphe au groupe 
quotient (groupe de classes modulo T) G/T  (-l-,Mb). 

Le groupe G n'est pas 6gal au produit (semi direct) 
de H par T. 

Remarquons que la translation b e t  la glissr6flexion 
m~,. a/2 (=a 1) sur n'importe quel glissmiroir constituent 
un syst~me minimum d'dldments gdndrateurs de G: en 
effet tous les  produits (= additions vectorielles pour 
les translations) et les puissances (positives, n6gatives et 
nulle) de ces deux 616ments engendrent le groupe G 
dans sa totalit& 

4Ome exemple, semi eristal parfait non symmorphique 
dans E3: le cylindre infini eonstitud de deux demi 
cylindres de rdvolution zdbrds pdriodiquement et 
ddcalds d'une demi pdriode le long de l'axe du cylindre 
(Fig. 3). 

Le groupe spatial non symmorphe de ee semi eristal 
2 2 2 1  

se note P 
m c m  

L'objet n'est cristallin que parall+llement ~ l'axe 
z avee les ~l+ments t du groupe de translation, T, 
~gaux h we avec w ~ ~'; c est 6gal au double de la 
hauteur d'une z~brure (noire ou blanche). 

La partition de G donne huit classes modulo T qui 
sont les 616ments de G/T. 

lore classe T. 
2~me classe 2x: rotations 21, d'angle re, autour de 

tous les axes 2 parall+les ~t x et distants de c/2. 
3Ome cIasse 2v: rotations 21, d'angle zr, autour de 

tousles axes 2 parall~les h y et distants de c/2. 
4~me classe 2~z: h~lirotations . . . .  2~.-e /2 ,  2~.e/2, 

21 . 3e/2 . . . .  autour de l'unique axe h+lico'idal port+ par 
Z. 

et glissr+flexions 5~me classe M~: r~flexion m x . . . ,  
m~x . (-e),  m x.~ e, m xl. 2e, ... sur le miroir yz. 

• ~ ( - e / 2 ) ,  6Ome elasse Cy: glissr~flexions . . . .  m r. 
m r.~ e/2, m r.~ 3e/2,. . .  sur le glissmiroir zx. 

7~me elasse Mz: r6flexions m~ sur tous les miroirs 
parall+les ~ xy, distants de e/2 et passant par les axes 2y. 

8dme classe 1: 'inversions' 11 autour de tous les 
centres de sym&rie situ6s sur l'axe z, distants de e/2 
et intersections des axes 2x avez l'axe z. 

Le GPS, H, de ce semi cristal est isomorphe au 
groupe quotient G/T: il s'agit de 2/m 2/m 2/m 

1 1 1 1 1 1 -1  (e,2x,2v,2~,m~,my,m~,l) d'ordre huit qui n'est pas 
un sous-groupe de G: ce semi cristal n'est done pas 
symmorphique. 

Pour ees moldeules, eomme pour tous les objets parfaits 
finis de l'espaee E,, on a done: 

G - H .  (8) 

Le GPS, H, est done un sous-groupe impropre de 
G qui peut alors &re consid6r6 comme symmorphe. 

L'ordre du groupe de rotations H ÷ de ces mol+eules 
est donc leur 'nombre de sym&rie' a utilis+ en thermo- 
dynamique statistique pour calculer la somme d'6tats 
de rotation Zro t (Pacault, 1963; Weigel, 1972, p. 50; 
voir aussi 26me th+or~me H). 

Par exemple la molecule parfaite CH 4 est un 
t+tra+dre r+gulier dont le carbone est au centre et 
les quatre atomes d'hydrog~ne aux quatre sommets. 
Son GPS est d'ordre 24: 43m (Td) et son groupe de 
rotations 23 (T) est d'ordre 12 = tr. 

6~me exemple, eristaux parfaits maxieliniques* 
symmorphiques dans E 2, E3, E4, E5 

Monoclinique ou parall+llogramme ou oblique dans 
E 2, triclinique dans E 3, hexaclinique dans E4, d6ca- 
clinique dans E 5 . . . .  sont n6cessairement symmorphes 
et ne peuvent avoir que run des groupes spatiaux 
de sym&rie suivants: P1 ou P1. 

En effet la sym&rie d'orientation maximum possible 
pour un tel eristal est celle de son r6seau cristallin et, 
d_ans ce cas, le GPS du cristal est dit holo6drique, soit 
1 (e,i l) pour les families cristallines pr~c~dentes. Dans 
c e  c a s  o n  a 

G =  T Q i =  i ® T  (9) 

® signifie produit direct, cf. Appendice I. 
La seule autre possibilit6, pour ces families, est que 

le GPS se r6duise h u n  sous-groupe r~el de 1 soit, iei, 
1, groupe ~ un 61bment: e. On a alors 

G - T (maxicliniques P1 dans E,)  (10) 

pour la cristallographie ~ quatre dimensions 
(Wondratsehek, Bulow & Neubuser, 1971). 

7Ome exemple: eristal parfait symmorphique hyper- 
cubique primitif  dans E 4 

Le groupe de translation T contient tousles vecteurs" 
t = u~al + u2a2 + uaa3 + u4a4 avec (ala2a3a4) base 
orthonorm6e de E 4 et (ul,u2,u3,u 4) tous les  quadruplets 
de ~,4. 

Si on ne consid~re que ceux d'entre eux qui ont un 
GPS holo~drique, on d~montre, en d6nombrant toutes 
les matrices orthogonales possibles dans cette base, que 

5~me exemple, les moldcules parfaites symmorphiques 
dans E a 

Ces molecules sont des non cristaux car le groupe 
de translation n'est pas isomorphe h Z'" (il est r~duit 

l'616ment neutre e). 

*Les mailles (modes) de Bravais maxicliniques que nous 
consid~rons dans cet exemple ont des angles et des longueurs de 
c6t~s in6gaux. Ainsi dans l'espace E a la maille simple rhombo- 
bdrique, qui n'est d'ailleurs pas une maille de Bravais n'est pas 
maxiclinique" on rappelle que la maille de Bravais correspondante 
est la maille triple hexagonale R (Weigel, 1972, p. 96). 
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ce GPS est constitu6 de 384 OPS qui sont ses 616ments 
(Wondratsehek et al., 1971; Rigault, 1977), il y a donc 
384 positions g6n&ales de Wyckoff dans la maille d'un 
tel cristal. 

IV. D~finitions intrins~ques des objets infinis: gaz 
parfait dans E n et cristal liquide smectique parfait 

dans E 3 

(1) On appeUe gaz parfait, tout objet infini de (E,O) 
conserv6 par un groupe de translation, F, isomorphe 
au groupe/R", ou ~ est le groupe additif des r6els. 

Y = r xal + ' ' '  + rna,, avee (r~r 2 . . .  r') tous les 
multiplets de A n, est l'6criture extrins6que des 616ments 
de F qui repr6sentent done tous les  vecteurs transla- 
tions de (E, O) [(a~, . . . ,  a ')  est une base de En]. 

Puisque tousles  vecteurs de l'espace E n eonservent 
l'objet gaz parfait, ses propri&6s sont constantes dans 
l'espace objet (EnO) et, en particulier, la densit6 de 
probabilit6 de pr6sence (des noyaux des 'mol6cules 
parfaites') autour de ehaque point de cet espace. 

L'objet est done conserv6 par toutes les isom&ries 
de (EnO) et c'est le l'objet le plus sym&rique de cet 
espace. 

Le groupe spatial de symdtrie du gaz parfait est le 
groupe de Poincard, P, de E,  et son groupe ponctuel 
de symdtrie est le groupe orthogonal de E n, 0 c P => 
il s'agit done d'un objet symmorphique on a d'ailleurs 
l'6galit6 

P = F A O .  (11) 

(2) On appelle cristal liquide smectique parfait* de 
E 3 tout objet infini de cet espace conserv~ par un 
groupe de translation, T, isomorphe ~ Z ~  2. 

* Les cristaux liquides smectiques r6els sont imparfaits, les 
moins imparfaits &ant les cristaux liquides smectiques A off les 
strates sont assimil6es ~ des plans et off l'ordre/l courte et moyenne 
distance parall611ement aux plans est minimum (Brown, Doane 
& Neef, 1971). 

× 

z 

Fig. 3. Semicristal de Ey 

O PY 

Un sous-groupe T'  de T est done isomorphe 
Z ~ et il s'agit d'un semi cristal de E 3 (Fig. 3), cf. § I. 

t = r  ~a l + r  2a 2 + u  3a 3 avec(r l , r  2) C ~ 2 e t u  3EZ" 

est l'bcriture extrins~que des ~16ments de T. 
Les propri&6s de ce cristal liquide sont donc con- 

stantes dans le sous espace E 2 [de base (ata2)] de E3, 
et le groupe ponctuel de sym&rie de cet objet est donc 
le groupe orthogonale de ce sous espace E2; l'objet 
est symmorphique car 

G = T A Odi  m 2 ~--- u3 a3 /~ Palm 2" ( 1 2 )  

Conclusion 

Les notions de groupe spatial de sym&rie, de groupe de 
translation et de groupe ponctuel de sym&rie 
s'appliquent done fi tous les  objets infinis d'un espace 
et pas seulement aux cristaux parfaits. 

Toutes ces notions sont valables dans l'espace f in  
dimensions. 

On peut d6finir la nature des objets, de faqon 
intrins6que, d'apr6s les propri&~s d'isomorphisme de 
leur groupe de translation. 

Le caract6re cristallin ou semi cristaUin d'un objet 
est incompatible avec l'id6e de continuit6 de passage 
d'une operation de sym&rie fi une autre de m6me type 
dans les groupes de sym6trie de cet objet cristallin ou 
semi cristallin" ces groupes de sym&rie ne sont donc 
pas des groupes de Lie (Pichon, 1973), contrairement 
a ceux du gaz parfait dans E,. 

APPENDICE I 
Les operations ponctuelles de sym~trie (OPS) dans 
l'espaee E n (rappels de math~matiques, Queysanne, 

1964) 

Les transformations lin+aires ponctuelles, f ,  de l'espace 
(EnO) sont des applications de cet espace sur lui 
m~me, isomorphes aux endomorphismes de respace 
vectoriel E n sur le corps des r+els, /R. Les vecteurs de 
E, dont le support conserve sa direction lors de la 
transformation sont les vecteurs propres de cet endo- 
morphisme, solutions de l'~quation: f(x) = ;I,x, avec 
2 E /R. Cette +quation aux vecteurs propres s'+erit, 
de fa~on extrins~que (A -- 21,) X = 0 (off I nest  la 
matrice unit+, ou identit+) et elle poss+de des solutions 
non triviales (x :/: 0) seulement si 2 est +gal aux raeines 
r+elles du polynome caract+ristique det(A - 21,) = 0. 
Ces racines r+elles sont appel+es valeurs propres sur 
~.  Ce polynome est invariant si on remplace A par 
une matrice semblable A' = p--i AP (off P est une 
matrice carr+e n x n inversible): les racines du poly- 
nome caract+ristique, donc les valeurs propres, ne 
d6pendent pas de la base choisie et caract+risent la 
nature de l'endomorphisme, c'est-~t-dire la nature de 
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I'OPS (pour les isom&ries on d6montre que ;t = + 1). 
A chaque valeur propre ;t~, racine simple r6elle du 
polynome caract6ristique, correspond une droite de E n 
supportant t ous l e s  vecteurs propres V~ associ~s ~ la 
valeur propre 2 i. 

Exemples  d ' O P S  et ddfinition de leurs supports 

(1) Les  O P S  de E3 sont de deux types: (a) Les 
OPS + ou rotations (detA± = +1) sont caract6ris6es 
par les racines du polynome caract6ristique: +1, e~% 
e -i~ (Weigel, 1972, p. 44): les vecteurs propres 
associ6s /t la valeur propre + 1 sont invariants par 
la rotation d'angle tp autour de l 'axe de rotation A, 
support de I'OPS + rotation, support des vecteurs ~i: 
f(~i) = ~i. Lorsque ~0 = n i l  y a d6g6n~rescence car la 
valeur propre - 1  est racine double du polynome 
caract6ristique et le sous-espace propre correspondant 
est un plan E 2 orthogonal /~ A et dans lequel chaque 
vecteur x est transform6 en son oppos6 par la rotation 
d'angle n: V x E E 2 -]- A : f (x )  = --x. 

(b) Les OPS-  (detA± = - 1 )  sont caract6ris6es par 
les racines du polynome caract6ristiques - 1 ,  e i~', e -i~ et 
il s'agit d'une rotation-r6flexion (produit commutat if  
de la rotation d'angle tp autour de l'axe A support des 
vecteurs propres 5 associ6s/~ la valeur propre - l  par 
la r6flexion sur le miroir plan orthogonal /t A). En 
6crivant ~0 = ~0' + n on v6rifie qu'une rotation-r6flexion 
est aussi une rotation-inversion. 

(2) Les  O P S  totalement d~gdn~r~es de (EnO) 1~ et 
i~. Deux OPS de l'espace E n ont une valeur propre 
qui est une racine multiple d'ordre n du polynome 

(2 = + 1 ) e t  l 'inversion caract6ristique: l'identit~ I n 
(2 = - 1 )  qui est une sym&rie par rapport/~ un point 
lorsque n e s t  impair et une rotation lorsque n e s t  pair. 
Les vecteurs propres associ~s sont alors tous les 
vecteurs de En: V x E En : f (x  ) = _x. Ces deux OPS 
sont des homoth&ies de rapport + 1 et le produit de 
n'importe quelle OPS, 616ment du groupe orthogonal, 
O, de E~ par l'identit6 off l 'inversion est alors commu- 
tatif. Ces deux OPS (1~ = e, I~) constituent le groupe 
binaire i et le produit direct externe* de ce groupe 
par n'importe quel GPS sous-groupe de O est un GPS. 
Comme application de cette propri&6 dans E 3 
rappelons la g6n6ration de 11 GPS cristallographiques 

* Ddfinition du produit cartdsien de deux ensembles d'616ments 
x i E E iet xj E E2: c'est l'ensemble E~.E 2 constitu6 de l'ensemble 
de tousles couples (xi,xj). 

Ddfinition du produit direct externe de deux sous-groupes G~ 
et G 2 d'un m~me groupe G (par exemple G est le groupe de 
Poincar6 de E~): si V gi E G~ et V gi E G 2, grgi = gj.gi, alors 
le produit Gt ® G 2 = G 2 ® Gt est un groupe qu'on appelle 
produit direct externe de Gt (G2) et de G 2 (G~). 

Ddfinition du produit semi direct de deux sous-groupes G Iet 
G 2 d'un m~me groupe G: si, W gi E G~ et V gy E G 2, ::I gk E G 2 tel 
que gi.gj = g~.gi (c'est fi dire grG2 = G2.gi) , alors le produit 
cart6sien G 2 A G~ est un groupe qu'on appeUe le produit semi 
direct de G 2 et de G r 

centrosym&riques par produit direct externe des 11 
GPS de rotation cristallographiques _(1, 2, 3, 4, 6, 222, 
32, 422, 622, 23, 432) par le GPS 1: on obtient ainsi 
les 11 sur-groupes centrosym&riques, chefs de file des 
11 classes de Friedel-Laue, dont l 'ordre est double de 
celui du groupe de rotation g6n6rateur (Weigel, 1972). 

(3) L ' O P S -  rdflexion sur  un miroir  dans E n. 
Definition intrins~que: c'est I 'OPS- de E~, presque 
totalement d6g6n+r6e qui est caract6ris6e par les deux 
valeurs propres: - 1  et +1 qui sont, repectivement, 
racines simple et multiple d'ordre n - 1 du polynome 
caract6ristique. 

Ddfinition extrinsd.que: on appelle r6flexion dans E n 
et on note m ~ toute OPS-  (detA l = - 1 )  qui, dans une 
base orthonorm6e, peut s'exprimer par la matrice 
diagonale 

-1 0 
+1 

0 +1 
Ces r6flexions ont lieu sur les sous-espaces propres 

associ6s /t la valeur + 1, appel6s miroirs supports de 
la r6flexion, dans lesquels tous les vecteurs sont 
invariants par cette OPS-  et qui sont: une droite 
dans E2, un plan dans E3, un hyperplan dans E4, 
E s . . . .  , E n. On d6finit l 'orientation du support miroir 
par la direction de la droite de En normale au miroir et 
qui supporte les vecteurs propres associ6s ft. la valeur 

d6signe la r6flexion sur un miroir propre - 1: ainsi m a 
orthogonal/t  l 'axe cristallographique a, dans E 2, E3 , . . . ,  
E n. On note m le groupe binaire (e, m 1) et, ~t titre 
d'application dans E3, rappelons que les dix GPS-  
cristallographiques non centrosym&riques sont obtenus 
en effectuant le produit semi direct de m par l 'un des dix 
sous-groupes d'index 2 des huit groupes de rotations 
cristallographiques qui en poss6dent (Weigel, 1972, 
p. 74). Les dix GPS-  ainsi obtenus sont isomorphes aux 
huit GPS + g6n6rateurs. Dans le cas 2, il s'agit du 
produit semi direct de m par le groupe de classes de 4, 
modulo le sous-groupe 2 (Sivardi~re & Bertaut, 19 70). 

A P P E N D I C E  II 
Les operations de sym6trie dans les espaees El ,  E 2 

et E 3 

Apr6s avoir d6nombr6, dans l 'Appendice I, tous les 
types d 'OPS possibles on rappeUe que les operations de 
sym&rie (isom&ries) sont des produits d 'OPS* par 
des translations, (cf. Introduction) qu'on note ici 13 
en les d6composant en la composante parall~le (11) au 
support de I'OPS (A ou M) et en la composante 
perpendiculaire ( / ) / l  ce support: ~ = 13, + 13±. 

A titre d'exemple, on consid6re quelques produits 
f2of~ et f l o f 2  de la relation (1") possibles dans E 2 et 
E 3 • 

* (~0A) la rotation d'angle ~0 autour de A, axe dans E3, centre dans 
E 2, (sM) r6flexion sur un miroir M; etc. 
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Deux exemples de produits non commutatifs 

[13 _1_ A). (~pA) = (~pA') avec A' II A (E 2 et E3), 
(~pA).([1 _LA)=(tpA") avecA" IIA(E2etE3).  

Propridtd des produits non commutatifs (OPS). [1, ou 
~. (oPs) 

Tous ces produits correspondent en faitb, un simple 
d6placement, par translation, du support de I'OPS 
(Weigel, 1972, p. 99 ~. 105). 

Tous les types de produits commutatifs (OPS). [1 se 
rdduisent ?t deux dans E 3 et dun  dans E 2 

(13 II M). (sM) = glissym&rie (sMfl) (E 2 et E3), 
([1 II A). (~pA)= h61irotation (coAti) (E3). 

Propridtd des produits commutatifs (OPS). [1: 

Ils ne d6placent pas le support de I'OPS. 

Supports des opdrations de symdtrie d'un groupe 
spatial de symdtrie 

L'origine et la base orthonorm6e de l'espace 
(E30) 6tant pr6cis6s, une telle isom&rie conservant 
le cristal s'6crit de faqon extrins6que: 

X' = A±i  X + B i = All X + B iii + B i i  

of 1 ron a d~compos~ la translation B i e n s e s  com- 
posantes II et _L au support de la sym6trie (ponctuelle) 
d'orientation caract6ris6e par A±r 

On peut changer d'origine en translatant la base de 
l'espace (E, O) d'un vecteur OO' 6gal au d6placement 
du support de I'OPS et l'isom&rie s'6crit alors" 

X p = A . L  i x +  B ill. 

Le support de la sym&rie d'orientation (All) 
passant par cette nouvelle origine est, par d6finition, le 
support de cette isom&rie. Pour chacun des 230 
groupes spatiaux cristallographiques de sym&rie de E3, 
et des 17 de E 2, le Tome I des International Tables 
for  X-ray Crystallography (1965) repr6sente tous les 
supports de toutes les isom&ries, 616ments de chacun 
de ces groupes. 

APPENDICE III 
Mode de Bravais (Bravais types of cells) 

Un mode (de description du r6seau) de Bravais est 
caract6ris6 par un type de maille. Par d6finition une 
maille de Bravais est telle que le maximum d'ar&es, 
faces, . . ,  de cette maille soient parall61es/t des axes de 
rotation ou d'h61irotation ~t des miroirs ou des gliss- 
miroirs,. . ,  supports des isom&ries (cf. Appendice II), 
616ments du groupe spatial de sym&rie du cristal. Les 
propri6t6s d'une telle maille sont: d'avoir le maximum 
d'angles droits tout en restant compatible avec la 
sym&rie d'orientation (ponctuelle) du cristal; d'&re 
parfois multiples c'est-/l-dire non primitives. 

Dans E 2 il y a cinq modes de Bravais et quatre 
syst6mes cristallins oblique p, rectangulaires p et c, 

Tableau 1. Modes de Bravais du groupe de translation, 
T, dans l'espace E3: t E T 

t = uya + V b + W~e avec (u,v,w) E Z 3, p,p',p" E Z (6) 

Mode de multiplicit6 Restrictions sur 
Bravais de la maille (u,v,w) n, p, q 

p 1 n6ant 1, 1, 1 
C 2 u+v=2p  2,2,1 
B 2 w+u=2p 2,1,2 
A 2 v+w=2p  1,2,2 
I 2 u, v, w tous pairs ou 2, 2, 2 

tous impairs 
F 4 u + v + w = 2 p  2,2,2 

u+v=3p  
R 3 v + w=3p' 3,3,3 

w -  u = 3p" 

carr+ p, hexagonal p (p = primitif, maille simple; c = 
centre, maille double). 

Dans E 3 il y a 14 modes de Bravais et 6 syst+mes 
cristallins* cubiques PIF, hexagonaux PR, quad- 
ratiques (ou tetragonaux) PI, orthorhombiques PCIF, 
monocliniques PA, triclinique P (P = primitif, C et 
A = deux faces centr~es, F = toutes les faces centr+es, 
I = corps centr+, R = rhombo6drique). On trouve dans 
le Tableau 1 l'6criture des vecteurs t E T e n  utilisant 
ces modes de Bravais. 

Dans E 4 il y a 64 modes de Bravais et 23 syst6mes 
cristallins qu'on appelle d'aiUeurs families cristallines 
(Wondratschek et al., 1971). 

* Appel6s familles par Wondratschek et al. (1971); lire aussi 
Weigel (1972), p. 96 et 97. 
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